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Àííîòàöèÿ

Ïîä÷åðêèâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ àêóñòè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ, â êîòîðûõ
ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ðàçëè÷íûå âèäû âîëí (íîðìàëüíûå, ïîâåðõíîñòíûå è ò.ï.), è, â ÷àñòíîñòè,
îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòåé àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî èçìåðåíèå ôàçîâîé è
ãðóïïîâîé ñêîðîñòåé îñíîâàíî íà ðàçíûõ ìåòîäàõ èçìåðåíèé è íå âñåãäà îäèíàêîâî äîñòóïíî. Â ñâÿçè
ñ ýòèì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè ïî èçâåñòíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòè.
Ïðåäñòàâëåíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ôàçîâóþ è ãðóïïîâóþ ñêîðîñòè àêóñòè÷åñêèõ âîëí ïðè
íàëè÷èè äèñïåðñèè. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ ôàçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòåé â ýòîì äèàïàçîíå è ôàçîâîé
ñêîðîñòè íà îäíîé èç ãðàíèö äèàïàçîíà. Àíàëèçèðóþòñÿ îñîáåííîñòè è îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ
ñîîòíîøåíèé.
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Abstract

The practical importance of studying the properties of acoustic waveguides, in which various types of
waves (normal, surface, etc.) can propagate, and, in particular, determining the phase and group velocities of
acoustic waves, have been emphasized. It has been noted that the measurement of phase and group velocities
is based on di�erent measurement methods and is not always equally available. In this regard, the problem
of �nding the phase velocity from the known group velocity is important. Relationships connecting the phase
and group velocities of acoustic waves in the presence of dispersion have been presented. Expressions have been
obtained that make it possible to determine the phase velocity in a certain frequency range from the known
group velocity in this range and the phase velocity at one of the boundaries of the range. The features and
limitations of the presented relationships have been analyzed.
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Ââåäåíèå

Àêóñòè÷åñêèå âîëíîâîäû èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ òåõíèêè[1-
3]. Ïðèìåð âîëíîâîäîâ ýòî ìåëêîå ìîðå, âäîëü äíà êîòîðîãî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ
àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà; ïëàñòèíà, ñîâåðøàþùàÿ èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè
óïðóãîé âîëíû âäîëü åå ãðàíèöû, ïüåçîýëåêòðè÷åñêàÿ ïîäëîæêà ñ íàíåñåííûìè íà
íåì ñëîÿìè, âäîëü ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ðàçëè÷íûå òèïû
ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Îñîáåííîñòüþ âñåõ ýòèõ âîëí ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äèñïåðñèè, ïðè
êîòîðîé ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàâèñèò îò ÷àñòîòû (èëè îò õàðàêòåðíûõ
âîëíîâûõ ðàçìåðîâ âîëíîâîäà, íàïðèìåð, âîëíîâîé òîëùèíû ñëîÿ). Êðîìå òîãî,
ïðèñóòñòâóåò ðàçëè÷íàÿ ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè (ñêîðîñòè
ïåðåìåùåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà) è ãðóïïîâîé ñêîðîñòè (êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü
ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêîé ýíåðãèè). Ôàçîâàÿ è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòè
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, î ÷åì ïîäðîáíåå ãîâîðèòñÿ â ïåðâîì ðàçäåëå ñòàòüè. Îäíàêî, åñëè
âû÷èñëåíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïî èçâåñòíîé ôàçîâîé ìîæíî ñ÷èòàòü øèðîêî èçâåñòíîé
îïåðàöèåé, îáðàòíàÿ åé îïåðàöèÿ, ò.å. îïðåäåëåíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè ïî ãðóïïîâîé,
ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åíà, õîòÿ èìååò ðÿä ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Èçâåñòíî, ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ñòðîãî ñâÿçàíà ñ ìàòåðèàëüíûìè êîíñòàíòàìè
è åå èçìåðåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ[1, 4]. Âìåñòå ñ
òåì èçìåðåíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, íàïðèìåð, â
ñèñòåìàõ ñ ìàëûìè ðàçìåðàìè, êîãäà àêóñòè÷åñêèå âîëíîâîäû èñïîëüçóþòñÿ â ñðåäñòâàõ
ìèêðîýëåêòðîíèêè, à ñîçäàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå òåõíîëîãèé, ÷òî è ìèêðîñõåìû
(íàïûëåíèåì, òðàâëåíèåì è ò.ï.). Ôàçîâûå èçìåðåíèÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè àêóñòè÷åñêèõ
âîëí çäåñü âîçìîæíû ñ èñïîëüçîâàíèåì äîðîãîñòîÿùåé àïïàðàòóðû àêóñòè÷åñêîé
ìèêðîñêîïèè[5], à ïîâåðõíîñòü äëÿ âûïîëíåíèÿ ìèêðîñêîïèè íå âñåãäà òåõíîëîãè÷åñêè
äîñòóïíà. Èçìåðåíèå âðåìåíè â òàêèõ ñèñòåìàõ, íàîáîðîò, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé,
ðåøàåìîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ñðåäñòâ èçìåðåíèé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî âðåìåíè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ìîæíî îïðåäåëèòü ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü, à äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëîâ íóæíà ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíà àêòóàëüíîñòü
ðàññìàòðèâàåìîé â ñòàòüå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè ïî ãðóïïîâîé.

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ [1] ôàçîâîé vph
è ãðóïïîâîé vgr ñêîðîñòåé.

vph = ω/k, (1)

vgr = ∂ω/∂k, (2)

ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, k � âîëíîâîå ÷èñëî.

Íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ãðóïïîâîé è ôàçîâîé ñêîðîñòÿìè, ïåðåéäÿ äëÿ
óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé îò ñêîðîñòåé vph è vgr ê ìåäëåííîñòÿì sph è sgr, ò.å. ïðåäñòàâèâ
vph = 1/sph è vgr = 1/sgr . Òîãäà ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîé ïîäñòàíîâêè (2) â (1) ïîëó÷àåì
sgr = ∂k/∂ω = ∂(ωsph)/∂ω = sph + ω∂sph/∂ω. Åñëè, â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè â êà÷åñòâå
íåçàâèñèìîãî ïàðàìåòðà âûáðàòü ÷àñòîòó f = ω/2π, òî ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó
âûðàæåíèþ:

sgr = sph + f
∂sph
∂f

. (3)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ sgr ïî sph âûðàæåíèå (3) ïîòðåáóåò íàõîæäåíèÿ
ïðîèçâîäíîé îò êðèâîé ìåäëåííîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé
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÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, åñëè ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèé
èëè ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â âûðàæåíèè (3) ïåðåéòè ê ñêîðîñòÿì, êàê
áîëåå ïðèâû÷íûì ïàðàìåòðàì, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîå
âûðàæåíèå [6]:

vgr =
vph

1− av
, (4)

ãäå:

av =
1

vgr

∂vph
∂f/f

. (5)

×èñëåííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ av ïðåäñòàâëåí â [6] è â äàííîé ïóáëèêàöèè ìû
íå áóäåì íà íåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Ïåðåéäåì êî âòîðîé çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ sph ïî sgr, â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (3)
óäîáíåå çàïèñûâàòü â âèäå:

∂sph
∂f

+
1

f
sph =

sgr
f
. (6)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèþ (6) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ∂
∧
sph/∂f+

∧
sph/f = 0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, òàê êàê ∂

∧
sph/

∧
sph =

−∂f/f . Ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì: ln ∧sph = − ln f +ln c èëè
∧
sph = c/f , ãäå c = const.

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6) èùåì â âèäå:

sph = c(f)/f, (7)

çàìåíÿÿ êîíñòàíòó, ïîëó÷åííóþ ïðè ðåøåíèè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, íà ôóíêöèþ
÷àñòîòû. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (7) â óðàâíåíèå (6) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
∂c(f)/∂f = sgr èëè

c(f) =

∫
sgr(f)df. (8)

Îêîí÷àòåëüíàÿ ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (8) â âûðàæåíèå (7) ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

1

vph
=

1

f

∫
df

vgr
. (9)

Â îòëè÷èå îò âûðàæåíèÿ (4), ïîçâîëÿþùåãî íàéòè ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü ïî
ôàçîâîé, îáðàòíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè ïî ãðóïïîâîé, îïèñûâàåìàÿ
âûðàæåíèåì (9), íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé èç-çà íàëè÷èÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé,
êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ ïðè íåîïðåäåëåííîì èíòåãðèðîâàíèè â âûðàæåíèè (9). Áîëåå
ïîäðîáíî ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (9) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

2. Îïðåäåëåíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè ïðè íàëè÷èè ðåïåðíîé òî÷êè

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû èñïîëüçîâàíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,
âûðàæåíèÿ (9) ïðè íàëè÷èè òî÷êè íà îñè ÷àñòîò, â êîòîðîé èçâåñòíà ôàçîâàÿ ñêîðîñòü.
Áóäåì â êà÷åñòâå äèñïåðñèîííîé ñðåäû âûáèðàòü íåêîòîðûé ñëîé òîëùèíû h, äëÿ
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êîòîðîãî êàê ãðóïïîâàÿ, òàê è ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèåé fh, è ãðóïïîâàÿ
ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé â íåêîòîðîì äèàïàçîíå [fh1,fh2]. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôàçîâàÿ ñêîðîñòü èçâåñòíà â íèæíåé òî÷êå
äèàïàçîíà [fh1,fh2]. Ïåðåõîäÿ â âûðàæåíèè (9) îò íåîïðåäåëåííîãî ê îïðåäåëåííîìó
èíòåãðàëó, çàïèøåì:

1

vph(fh)
=

1

fh

(∫ fh

fh1

d(fh)

vgr(fh)
+ c0

)
. (10)

Åñëè â âûðàæåíèå (10) ïîñòàâèòü çíà÷åíèå fh = fh1, òî èíòåãðàë îáðàòèòñÿ â
íóëü, è ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà, c0 = fh1/vph(fh1). Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (10) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

1

vph(fh)
=

1

fh

(∫ fh

fh1

d(fh)

vgr(fh)
+

fh1
vph(fh1)

)
. (11)

Âûðàæåíèå (11) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôàçîâóþ ñêîðîñòü â íåêîòîðîì äèàïàçîíå,
åñëè â ýòîì äèàïàçîíå èçâåñòíà ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü vgr(fh) è èçâåñòíà ôàçîâàÿ ñêîðîñòü
vph(fh1) íà íèæíåé ãðàíèöå äèàïàçîíà.

Âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå (11) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è â ñëó÷àå âûáîðà â
êà÷åñòâå ðåïåðíîé òî÷êè âåðõíåé ãðàíèöû äèàïàçîíà [fh1,fh2]. Çàäàâàÿ â êà÷åñòâå
íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðàëà â óðàâíåíèè (10) çíà÷åíèå fh2 è âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì ðàíåå, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ:

1

vph(fh)
=

1

fh

(
fh2

vph(fh2)
−
∫ fh2

fh

d(fh)

vgr(fh)

)
. (12)

Âûðàæåíèÿ (11) è (12) ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñ÷åòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè ïî ãðóïïîâîé. Âîïðîñ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ôàçîâîé
ñêîðîñòè íà îäíîé èç ãðàíèö ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà çà÷àñòóþ ìîæåò áûòü ðåøåí,
èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû ðàññìàòðèâàåìîãî âîëíîâîäà. Íàïðèìåð, èç òåîðèè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ÷àñòî ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ fh ãðóïïîâàÿ è ôàçîâàÿ ñêîðîñòè
ñòðåìÿòñÿ äðóã ê äðóãó. Òîãäà âûðàæåíèå (12) ìîæíî èñïîëüçîâàòü, çàìåíèâ â åãî ïðàâîé
ñòîðîíå ôàçîâóþ ñêîðîñòü íà ãðóïïîâóþ, êîíå÷íî, åñëè ñ÷èòàòü fh2 äîñòàòî÷íî áîëüøèì.
Èíîãäà, íàîáîðîò, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü íèçêî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå, íàïðèìåð,
ïðåäïîëàãàÿ ôàçîâóþ ñêîðîñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðèòè÷åñêîé
÷àñòîòå, òîãäà â âûðàæåíèè (11) â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Åùå îäèí âàæíûé àñïåêò èñïîëüçîâàíèÿ âûðàæåíèé (11)-(12) äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôàçîâîé ñêîðîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè çíàíèÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè íà èíòåðâàëå,
à íå òîëüêî â ðàéîíå êàêîé-òî ëîêàëüíîé òî÷êè ïî ÷àñòîòå, êàê ýòî âîçìîæíî â çàäà÷å
ïîèñêà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïî ôîðìóëàì (4)-(5). Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî
ìîæåò ïðèâåñòè ê íàêîïëåíèþ îøèáîê èçìåðåíèé, åñëè ïðèñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ
îøèáêà îäíîãî çíàêà íà âñåì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå èçìåðÿåìûõ äàííûõ. Õîòÿ ïðîöåäóðó
îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè ïî ãðóïïîâîé ìîæíî ñ÷èòàòü ìåíåå òî÷íîé è áîëåå
÷èñëåííî è òåõíè÷åñêè ñëîæíîé ÷åì îáðàòíóþ ïðîöåäóðó, îíà ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå
â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äðóãèå ïóòè îöåíêè ôàçîâîé ñêîðîñòè òåõíè÷åñêè ñëîæíû èëè
çàòðóäíåíû, à ïîëó÷åíèå õîòÿ áû îöåíî÷íûõ äàííûõ ïî ôàçîâîé ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ
àêòóàëüíîé çàäà÷åé.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îöåíêà ñâÿçè ôàçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòÿìè
ïîçâîëèëà íàéòè ðàñ÷åòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè ïðè
èçìåðåíèè ãðóïïîâîé â äèàïàçîíå [fh1,fh2] è ïðè îäíîâðåìåííî èçâåñòíîé ôàçîâîé
ñêîðîñòè ëèáî íà íèæíåé ãðàíèöå äèàïàçîíà fh = fh1 (ôîðìóëà (11)), ëèáî íà âåðõíåé
ãðàíèöå äèàïàçîíà fh = fh2 (ôîðìóëà(12)). Îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå
òàêîé âîçìîæíîñòè ðàñ÷åòà ôàçîâîé ñêîðîñòè, êîãäà íå âñåãäà òåõíè÷åñêè âîçìîæíî
å¼ èçìåðåíèå â ñèñòåìàõ ñ ìàëûìè ðàçìåðàìè àêóñòè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ, íàïðèìåð, â
ñðåäñòâàõ ìèêðîýëåêòðîíèêè. Êîìå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî èñêëþ÷èòü
çíàíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíèì èç ôèçè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé
(áåñêîíå÷íîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè â êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòå è åå ðàâåíñòâó ãðóïïîâîé íà
áîëüøèõ ÷àñòîòàõ).
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