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Àííîòàöèÿ

Ïðèâåäåíû àêóñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿ÷åå÷íûõ ìîäåëåé ìîíîäèñïåðñíûõ ñóñïåíçèé

ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ïðîèçâîëüíûõ êîíöåíòðàöèé äëÿ ÷åòûðåõ ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåìûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàëî,

÷òî íàèëó÷øåå èõ ñîâïàäåíèå âî âñåõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ ïðè îêðóæåíèè ÿ÷åéêè òîíêîé íåâåñîìîé

æåñòêîé îáîëî÷êîé. Òàêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì âÿçêîé äèññèïàöèè çâóêîâîé

ýíåðãèè ïðè ìàëûõ è óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ äèàìåòðà ÷àñòèö ê ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ âÿçêîé

âîëíû â æèäêîñòü. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà âÿçêèå ïîòåðè ìèíèìàëüíû ïðè ãðàíè÷íîì

óñëîâèè Õàïïåëÿ è ìàêñèìàëüíû ïðè æåñòêèõ îáîëî÷êàõ.
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Abstract

Acoustic characteristics of cell models of monodisperse suspensions of spherical particles of arbitrary

concentrations for the four most commonly used boundary conditions on the cell surface are presented.

Comparison of calculated and known experimental data showed that the best coincidence in all cases is

observed when the cell is surrounded by a thin weightless rigid shell. This boundary condition provides a

minimum viscous dissipation of sound energy at small and moderate values of the ratio of the particle diameter

to the depth of penetration of the viscous wave into the liquid. At high values of this parameter, viscous losses

are minimal under the Happel boundary condition and maximal under rigid shells.
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Ââåäåíèå

Äîñòîèíñòâî ÿ÷åå÷íûõ ìîäåëåé � âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ äèñïåðñíûõ ñðåä ïðîèçâîëüíûõ êîíöåíòðàöèé. Íî îíè èìåþò òðè ñóùåñòâåííûõ
íåäîñòàòêà: 1) ïðèìåíèìîñòü ëèøü ê ìîíîäèñïåðñíûì ñðåäàì, êîãäà âñå âêëþ÷åíèÿ
îäèíàêîâû ïî ðàçìåðàì (ðàäèóñà R), ôîðìå è ñâîéñòâàì; 2) óïîðÿäî÷åííîñòü ñòðóêòóðû,
ïðèâîäÿùàÿ èíîãäà ê ïîÿâëåíèþ íåæåëàòåëüíûõ ðåçîíàíñîâ âíóòðè ÿ÷åéêè ïðè
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ; 3) íåîïðåäåëåííîñòü òðåáóåìûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè,
ïîñêîëüêó ìåõàíèçì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âêëþ÷åíèé íå âïîëíå ÿñåí è
íåèçâåñòíî êàê çàäàòü ýòè óñëîâèÿ.

Â ëèòåðàòóðå èñïîëüçîâàëèñü ðàçíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè,
îñíîâàííûå íà ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ (êàæäîìó óñëîâèþ íèæå ïðèñâîåí íîìåð n):

1. n = 0: æåñòêàÿ îáîëî÷êà ÿ÷åéêè, áåñêîíå÷íî òîíêàÿ è ëåãêàÿ [1, ñ. 152, 518];
2. n = 1: óñëîâèå Êâàøíèíà ∂VΘ/∂r = 0, ò.å. ìèíèìóì òàíãåíöèàëüíîé ñêîðîñòè

ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå [2, ñ.154]; ïî-âèäèìîìó, ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ïî êðàéíåé
ìåðå, â 12 òî÷êàõ ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè � òàì, ãäå îíà ñîïðèêàñàåòñÿ ñ
áëèæàéøèìè ñîñåäíèìè ÿ÷åéêàìè (ïðè ãåêñàãîíàëüíîé ïëîòíåéøåé óïàêîâêå ïîñëåäíèõ);

3. n = 2: óñëîâèå Õàïïåëÿ, ñîñòîÿùåå â òðåáîâàíèè, ÷òîáû íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè
îáðàùàëèñü â íóëü êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ σΘr(R1,Θ) = 0 [1, ñ. 447], [3], ãäå R1 � ðàäèóñ
ÿ÷åéêè;

4. n = 3: óñëîâèå Êóâàáàðû ïîñòóëèðóåò îòñóòñòâèå çàâèõðåííîñòè òå÷åíèÿ íà
ãðàíèöå ÿ÷åéêè rotV(R1,Θ) = 0 [1, ñ. 450], [4].

1. Àêóñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñóñïåíçèé

ß÷åå÷íûå ìîäåëè ýìóëüñèé ñôåðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ êàïåëü äëÿ
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè ÷åòûðåõ âàðèàíòàõ óêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè èçó÷åíû â ðàáîòàõ [5] è [6]. Íî òàì ïîëó÷åíû ëèøü íèçêî-
è âûñîêî÷àñòîòíûå ïðèáëèæåíèÿ. Â ðàáîòå [7] ïðåäñòàâëåíû ïîëíûå âûðàæåíèÿ
àêóñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÿ÷åå÷íîé ìîäåëè ýìóëüñèè ñ æåñòêèìè îáîëî÷êàìè ÿ÷ååê
(n = 0). Â äàííîé ñòàòüå ïðèâåäåíû ïîëíûå âûðàæåíèÿ äëÿ åùå òðåõ âàðèàíòîâ
ñóñïåíçèé (n = 1, 2, 3).

Åñëè äëèíà çâóêîâîé âîëíû â ÿ÷åå÷íîé äèñïåðñíîé ñðåäå íàìíîãî ïðåâûøàåò
ðàçìåð ÿ÷åéêè, òî òàêóþ ñðåäó ñ÷èòàþò ¾ìèêðîíåîäíîðîäíîé¿ ñ ýôôåêòèâíûìè
ïàðàìåòðàìè � ïëîòíîñòüþ ρ̃ (êã/ì3), ñæèìàåìîñòüþ k̃ (Ïà−1), ñêîðîñòüþ çâóêà
c̃ (ì/ñ) è äðóãèìè [8, ñ. 56,57]. Ïîñêîëüêó ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè çâóêà â äèñïåðñíîé
ñðåäå íåèçáåæíû âÿçêèå è òåïëîâûå ïîòåðè, òî å¼ ïàðàìåòðû ñóòü êîìïëåêñíûå
÷àñòîòíîçàâèñèìûå âåëè÷èíû:

ρ̃(ω) = ρ̃1(ω) + iρ̃2(ω), (1)

k̃(ω) = k̃1(ω) + ik̃2(ω), (2)

ïðè÷åì èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû äèñïåðñèîííûìè
ñîîòíîøåíèÿìè òèïà Êðàìåðñà-Êðîíèãà, âûðàæàþùèìè ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè [6,

ñ. 65], [9]. Êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå [8, ñ. 28] c̃ =
1√
k̃ρ̃
, (ì/ñ), âîëíîâîå

÷èñëî ãàðìîíè÷åñêîé çâóêîâîé âîëíû k̃ =
ω

c̃
= ω

√
k̃ρ̃), (ì−1), ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà

êîëåáàíèé. Çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè t îïðåäåëèì ìíîæèòåëåì e−iωt, íàïðèìåð,
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U(t) = Ue−iωt, ãäå U (ì/ñ) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû.

Îáû÷íî ñ÷èòàþò ìàëûì îòíîñèòåëüíîå óáûâàíèå çà ñ÷åò ïîãëîùåíèÿ àìïëèòóäû
çâóêîâîãî äàâëåíèÿ íà äëèíå âîëíû [10, ñ. 424]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî k̃2 << k̃1, ρ̃2 << ρ̃1. Â
òàêîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ïðèáëèæåíèÿ:

κ̃(ω) = κ̃1(ω) + iκ̃2(ω) ≈ ω

c̃Φ(ω)
+ iκ̃2(ω) , ì−1,

ãäå

c̃Φ(ω) ≈ 1√
k̃1(ω)ρ̃1(ω)

, ì/ñ �

ôàçîâàÿ ñêîðîñòü çâóêà â ñóñïåíçèè;

κ̃2(ω) ≈ ω

2c̃Φ(ω)

(
k̃2(ω)

k̃1(ω)
+
ρ̃2(ω)

ρ̃1(ω)

)
, ì−1 � (3)

àìïëèòóäíûé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ çâóêà â ìíîæèòåëå e−κ̃2(ω)x, õàðàêòåðèçóþùåì
óáûâàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñ ðàññòîÿíèåì x.

Â (3) ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ îïðåäåëÿåò òåïëîâûå ïîòåðè, âòîðîå � âÿçêèå.
Íèæå èçó÷èì òîëüêî âÿçêèå ïîòåðè, ñ÷èòàÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ ñæèìàåìîñòåé ôàç è,
ñîîòâåòñòâåííî, òåïëîâûå ïîòåðè îòñóòñòâóþò, ò.å. ýôôåêòèâíàÿ ñæèìàåìîñòü k̃(ω) (2)
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé [8, ñ. 57]:

k̃ = k′ξ3 + k(1− ξ3),

ãäå k′(Ïà−1) � ñæèìàåìîñòü ÷àñòèöû, k(Ïà−1) � ñæèìàåìîñòü âìåùàþùåé âÿçêîé
æèäêîñòè, ξ = R/R1, ξ

3 = ε � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé â ñóñïåíçèè. Åñëè
íåîáõîäèìî ó÷åñòü òåïëîâûå ïîòåðè, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11]. Îíè
êðàòêî èçëîæåíû â [7].

Êîìïëåêñíàÿ ïëîòíîñòü (1) ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ [6], [7]:

ρ̃(ω) = ρ̃1(ω) + iρ̃2(ω) = ρ+ (ρ′ − ρ)ξ3U

V
, êã/ì3, (4)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ρ′ � ïëîòíîñòü âêëþ÷åíèÿ, V (ì/ñ) � àìïëèòóäà ñêîðîñòè
ïîëþñîâ ÿ÷åéêè. Ýòà ôîðìóëà âûâåäåíà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êàêîâîé å¼ è ñëåäóåò
ñ÷èòàòü â ìàëîé îòíîñèòåëüíî äëèíû çâóêîâîé âîëíû ÿ÷åéêå ñóñïåíçèè.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (4), âñå îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ôàç, à îíè
ðàçíûå ïðè ðàçíûõ ïëîòíîñòÿõ. Çà ñ÷åò ýòîé ðàçíîñòè è ïðîèñõîäÿò âÿçêèå çâóêîâûå
ïîòåðè. Äëÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû îòíîøåíèå ñêîðîñòåé äàåò èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ê¼íèãà
(W.K�onig, 1891ã.), ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâîé âñåõ àêóñòè÷åñêèõ òåîðèé âÿçêèõ ïîòåðü â
ìàëîêîíöåíòðèðîâàííûõ ñóñïåíçèÿõ:

U

V
=

1 +
3

α
+ i

(
3

α
+

6

α2

)
1

γ
+

3

α
+ i

(
3

α
+

6

α2

) , (5)

ãäå

α =

√
ωρ

2η
· 2R =

2R

δâÿçê
, (6)
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η (Ïà·ñ) � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, δâÿçê = (2η/ωρ)1/2 (ì) � ãëóáèíà
ïðîíèêíîâåíèÿ âÿçêîé âîëíû â æèäêîñòü [10, ñ. 123],

γ =
3ρ

2ρ′ + ρ
. (7)

Ïîëíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé ïðåäñòàâèì â âèäå:

U

V
=

1

1− iqn
, n = 0, 1, 2, 3,

ãäå qn � ñâîå äëÿ êàæäîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ òî÷íîå âûðàæåíèå.

1.1. Æåñòêàÿ îáîëî÷êà ÿ÷åéêè, n = 0:

[7], çäåñü ïðèâåäåíî äëÿ ñðàâíåíèé:

q0 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
·

−2zξ + z(1 + ξ2)ch[z(1− ξ)]−
[
1− ξ +

z2

3
(1− ξ3)

]
sh[z(1− ξ)][

z(1− ξ)− z3

3
ξ(1− ξ)

]
ch[z(1− ξ)]−

[
1 +

z2

3
(1− 3ξ + ξ2) +

z4

9
ξ2

]
sh[z(1− ξ)]

,

ãäå

z = i
3
2
α√
2ξ
. (8)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ch è sh è ñîêðàòèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà z5,
ïîëó÷èì àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå:

q0 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
·

∞∑
m=0

φ′0m(ξ)[z(1− ξ)]2m

∞∑
m=0

Ψ′0m(ξ)[z(1− ξ)]2m
,

ãäå

φ′0m(ξ) =
5!(m+ 1)(m+ 2)

2(2m+ 5)!
(1− ξ)4

(
1 +

2m+ 7

2m+ 4
ξ + ξ2

)
,

Ψ′0m(ξ) =
5!(m+ 1)(m+ 2)

2(2m+ 5)!

[
(1− ξ5) + 2mξ(1− ξ3) +

m

3
(4m− 2)ξ2(1− ξ)

]
.

1.2. Óñëîâèå Êâàøíèíà, n = 1:

q1 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
·
−2zξ +

[
z(1− ξ + 2ξ2) +

z3

3
(1− ξ3)

]
ch[z(1− ξ)]−[

z(1− ξ) +
z3

3
(1− ξ)2 +

z5

9
ξ2

]
ch[z(1− ξ)]−

· · ·

· · ·
−
[
1− 2ξ +

z2

3
(2 + 3ξ2 − 2ξ3)

]
sh[z(1− ξ)]

−
[
1 +

z2

3
(2− 3ξ + ξ2)− z4

9
ξ(3− 2ξ)

]
sh[z(1− ξ)]

;
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q1 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
·

∞∑
m=0

φ′1m(ξ)[z(1− ξ)]2m

∞∑
m=0

Ψ′1m(ξ)[z(1− ξ)]2m
,

ãäå

φ′1m =
(1− ξ)3

(2m+ 5)!

{
(1−ξ)[(m+2)(1−ξ+2ξ2)+ξ]+

(m+ 2)(2m+ 5)

3

[
(2m+ 1 + 2ξ)(1 + ξ + ξ2)− 3ξ2

]}
,

Ψ′1m(ξ) =
(m+ 2)

(2m+ 5)!

{
(1− ξ)5 +

2m+ 5

3
(2m+ 1 + ξ)(1− ξ)4 + · · ·

· · ·+ (2m+ 2)(2m+ 3)(2m+ 5)

9
ξ [(2m+ 1)ξ + (1− ξ)(3− 2ξ]

}
.

1.3. Óñëîâèå Õàïïåëÿ, n = 2:

q2 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
·
−2zξ +

[
z

(
1− ξ

2
+

3

2
ξ2

)
+
z3

6
(1− ξ3)

]
ch[z(1− ξ)]−[

z(1− ξ) +
z3

6
(1− 3ξ + 2ξ2) +

z5

18
ξ2

]
ch[z(1− ξ)]−

· · ·

· · ·
−
[
1− 3

2
ξ +

z2

2
(1 + ξ2 − ξ3)

]
sh[z(1− ξ)]

−
[
1 +

z2

6
(3− 6ξ + 2ξ2)− z4

6
ξ(1− ξ)

]
sh[z(1− ξ)]

;

q2 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
·

∞∑
m=0

φ′2m(ξ)[z(1− ξ)]2m

∞∑
m=0

Ψ′2m(ξ)[z(1− ξ)]2m
,

ãäå

φ′2m =
(1− ξ)3

(2m+ 5)!

{
(1− ξ)

[
(m+ 2)(1− ξ

2
+

3

2
ξ2) + ξ

]
+ · · ·

· · ·+ (m+ 2)(2m+ 5)

6
[(2m+ 3ξ)(1 + ξ + ξ2)− 3ξ2]

}
,

Ψ′2m(ξ) =
(m+ 2)

(2m+ 5)!

{
(1− ξ)5 +

2m+ 5

6

[
(2m+ 3)(1− 2ξ)− 3 + 6ξ − 2ξ2

]
(1− ξ)3 + · · ·

· · ·+ (m+ 1)(2m+ 3)(2m+ 5)

9
ξ
[
(2m+ 1)ξ + 3(1− ξ)2

]}
.
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1.4. Óñëîâèå Êóâàáàðû, n =3:

q3 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
· 3
z2

[
−zξ(1− ξ) +

z3

3
(1− ξ3)

]
ch [z(1− ξ)]−

[
−ξ +

z2

3
(1 + 3ξ2 − ξ3)

]
sh [z(1− ξ)][

z(1− ξ) +
z3

3
ξ2

]
ch [z(1− ξ)]−

[
1 +

z2

3
ξ(ξ − 3)

]
sh [z(1− ξ)]

;

q3 =
2(ρ′ − ρ)ωR2

9η
·

∞∑
m=0

φ′3m(ξ) [z(1− ξ)]2m

∞∑
m=0

Ψ′3m(ξ) [z(1− ξ)]2m
,

φ′3m =
3(m+ 2)(1− ξ)3

(2m+ 5)!

[
−ξ(1− ξ)2 +

(2m+ 3)(2m+ 5)

3
(1 + ξ + ξ2)− (2m+ 5)

3
(1 + 3ξ2 − ξ3)

]
,

Ψ′3m(ξ) =
(m+ 1)

(2m+ 3)!

[
(1− ξ)3 +

(2m+ 1)(2m+ 3)

3
ξ2 − (2m+ 3)

3
ξ(ξ − 3)(1− ξ)

]
.

Ïðè ξ → 1 âñå çíà÷åíèÿ qn → 0, ò.å. U/V → 1, êàê ýòî è äîëæíî áûòü. Ïðè
ξ → 0 ïî (8) çíà÷åíèå z →∞, th [z(1− ξ)]→ −1, ÷òî âî âñåõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê
ôîðìóëå Ê¼íèãà (5) äëÿ U/V .

2. Ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàìè

Èç ðàññìàòðèâàåìûõ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ôèçè÷åñêè
ñîñòîÿòåëüíû äâà � æåñòêàÿ îáîëî÷êà è óñëîâèå Õàïïåëÿ. Ïîñëåäíåå, â ïðèíöèïå,
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî îêðóæåíèåì ÿ÷åéêè òîíêèì ñëîåì èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïðèíöèï ìèíèìóìà âÿçêèõ ïîòåðü â ÿ÷åéêå ýìóëüñèè
ðàáîòû [7] äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü îêðóæåíèÿ ÿ÷åéêè æåñòêîé îáîëî÷êîé. Äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäóþùåå. Ðåøàåì ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó, êàê ýòî ñäåëàíî â êíèãå [12, ñ. 397...], íî ñ
ó÷åòîì âíåøíåé ñèëû F , äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó ìàññû æèäêîñòè (÷åãî â [12] íåò). Êîëü
ñêîðî ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü èùåòñÿ â âèäå vr = f(r) cos Θ, òî èçâåñòíî ëèøü îäíî ãðàíè÷íîå
óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè: f(R1) = V −U , ãäå V � çàäàííàÿ ñêîðîñòü ïîëþñîâ ÿ÷åéêè,
U � ñêîðîñòü êàïëè, êîòîðóþ íàäî íàéòè. Êàê çàäàòü çäåñü vΘ = ϕ(r) sin Θ íåèçâåñòíî.
Çàïèñàâ âñå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è, ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ñåìè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
âîñüìè íåèçâåñòíûõ: 6 èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ñêîðîñòåé, ïëþñ U , ïëþñ V0 � ñêîðîñòü
æèäêîñòåé íà ýêâàòîðå êàïëè.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè â íåñæèìàåìîé âÿçêîé
æèäêîñòè [12, ñ. 16], íàéäåì ýíåðãèþ, äèññèïèðóåìóþ â ÿ÷åéêå â åäèíèöó âðåìåíè

W = −2πη

3

{ R1∫
R

r2

[
d(f − 2ϕ)

dr

]2

dr − 8R1 [f(R1) + ϕ(R1)]2 +
2η + 3η′

2η
8R [f(R) + ϕ(R)]2

}
,

(9)

ãäå

f(r) =
β1

r3
+
β2

r
+ β3 + a1r

2, ϕ(r) =
β1

2r3
− β2

2r
− β3 − 2a1r

2.
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî W çàâèñèò ëèøü îò òðåõ ïîñòîÿííûõ β1, β2 è a1, îäíà èç
êîòîðûõ (a1) îñòàåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ïîäñòàâèâ â (9) íàéäåííûå çíà÷åíèÿ β1 è β2, ïîëó÷èì
çàâèñèìîñòü W òîëüêî îò ýòîé íåèçâåñòíîé ïîñòîÿííîé. Çíà÷åíèå ïîñëåäíåé íàéäåì,

ìèíèìèçèðóÿ W , ò.å. èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà
∂W

∂a1

= 0. Óáåäèìñÿ òàêæå

â âûïîëíåíèè äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà
∂2(−W )

∂a1
2

> 0. Äàëåå èç ïðåäûäóùåãî

óðàâíåíèÿ îïðåäåëèì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå a1. Ïîäñòàâèâ åãî â íàéäåííûå ôîðìóëû äëÿ
U è V0, îáíàðóæèì, ÷òî â íèõ íà ñâîè ìåñòà âîäâîðèëèñü ôóíêöèè ϕ00(ξ), Ψ00(ξ), ϕ′00(ξ),
Ψ′00(ξ), õàðàêòåðíûå äëÿ ÿ÷ååê ýìóëüñèè ñ æåñòêèìè îáîëî÷êàìè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ äîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü
íàëè÷èÿ æåñòêîé îáîëî÷êè äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ìèíèìóìà âÿçêèõ ïîòåðü.
Äîñòàòî÷íîñòü îáåñïå÷åíà âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì Ãåëüìãîëüöà [13, ñ. 415].

Âèäèìî, âñå ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ, ò.å. äëÿ
äîñòàòî÷íî íèçêî÷àñòîòíîãî çâóêà (àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òàêæå äëÿ
ÿ÷åå÷íîé ìîäåëè ñ öèëèíäðè÷åñêèìè êàïëÿìè [14]).

Âìåñòå ñ òåì, ïðèâåäåííûå íèæå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè æåñòêèõ îáîëî÷êàõ
ÿ÷ååê ñóñïåíçèè ïîòåðè ìèíèìàëüíû â î÷åíü øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò, à íå òîëüêî íà
íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Òàêæå âûÿñíèëîñü, ÷òî âÿçêèå ïîòåðè ìîãóò áûòü ìèíèìàëüíûìè è ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Õàïïåëÿ (n = 2). Êðèòåðèåì îñóùåñòâëåíèÿ òîãî èëè èíîãî âàðèàíòà
ñëóæèò îòíîøåíèå

s2 =
κ̃02

κ̃22

=

Im
1

1− iq0

Im
1

1− iq2

√√√√√√√1 + ζξ3Re
1

1− iq2

1 + ζξ3Re
1

1− iq0

, (10)

ãäå ζ = ρ′/ρ− 1; sn, κ̃n2, qn ñóòü ôóíêöèè òðåõ àðãóìåíòîâ: ζ, ξ, α, ïðè÷åì îïðåäåëÿþùèì
ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ íå ÷àñòîòà, à çíà÷åíèå α (6). Ïðè α << 1 è α ∼ 1 sn < 1, ò.å. ïîòåðè
ìèíèìàëüíû ïðè æåñòêîé îáîëî÷êå (n = 0); â ýòîì ñëó÷àå íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé ζ
èìååì: s1,2,3 −−→

ξ→0
1, s1,2,3 −−→

ξ→1
0,25 ò.å. ïðåâûøåíèå ïîòåðü íàä ñëó÷àåì n = 0 äîõîäèò

äî 4 ðàç. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ α sn > 1 è ïîòåðè ìèíèìàëüíû ïðè n = 2, ïðè÷åì
s1,2,3 −−−→

α→∞
1 + ξ4 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ζ. Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû îáîèõ âàðèàíòîâ.

Äàëåå íà ðèñóíêàõ êðóïíûìè òî÷êàìè (•) îáîçíà÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû. Ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ êðèâûõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñëåäóþùåå: --------
� æåñòêàÿ îáîëî÷êà (n = 0); · · · � óñëîâèå Êâàøíèíà (n = 1); � � � óñëîâèå Õàïïåëÿ
(n = 2); � · � � óñëîâèå Êóâàáàðû (n = 3).

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé Õåìïòîíîì (Hampton, 1967) [15]
çàòóõàíèÿ A(ε) = 8,686κ̃2(ε) çâóêà ÷àñòîòîþ 100 êÃö â ïîëèäèñïåðñíîé ñóñïåíçèè ÷àñòèö
êàîëèíèòà â âîäå â çàâèñèìîñòè îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ε. Ïàðàìåòðû
ñóñïåíçèè: ïëîòíîñòü ÷àñòèö ρ′ = 2,71 · 103 êã/ì3, èõ ñæèìàåìîñòü k′ = 10−11 Ïà−1;
ïëîòíîñòü âîäû ρ = 0,9982 · 103 êã/ì3, âÿçêîñòü η = 1,004 · 10−3 Ïà·ñ , ñæèìàåìîñòü
k = 4,557 · 10−10 Ïà−1, ñêîðîñòü çâóêà c = 1482,7 ì/ñ; ñðåäíèé ðàçìåð ÷àñòèö
2R = 2,50 · 10−6ì = 2,5 ìêì; α = 1,397; ζ = 1,715. Ïðèâåäåíû òàêæå ðàñ÷åòíûå
êðèâûå çàòóõàíèÿ An(ε). Âèäíî, ÷òî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ïîäõîäèò òîëüêî íèæíÿÿ êðèâàÿ (n = 0), äàþùàÿ íàèìåíüøèå èç ÷åòûðåõ
âàðèàíòîâ âÿçêèå çâóêîâûå ïîòåðè.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé Óðèêîì (Urick, 1948) [16] çàòóõàíèÿ
çâóêà ÷àñòîòîþ 1,0 ÌÃö â ïîëèäèñïåðñíîé ñóñïåíçèè ÷àñòèö êàîëèíà â âîäå ïðè ðàçíûõ
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êîíöåíòðàöèÿõ ÷àñòèö. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: ρ′ = 2,71 · 103 êã/ì3, k′ = 10−11 Ïà−1,
ζ = 1,715, α = 1,635. Ñðåäíèé äèàìåòð ÷àñòèö 2R = 0,925 · 10−6ì = 0,925 ìêì. È çäåñü
ìèíèìàëüíûå âÿçêèå ïîòåðè îïèñûâàåò íèæíÿÿ êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ äëÿ ÿ÷ååê ñ æåñòêèìè
îáîëî÷êàìè è íàèáîëåå ïðèãîäíàÿ äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðèñ. 1. Çàòóõàíèå çâóêà ÷àñòîòîþ 100 êÃö â ïîëèäèñïåðñíîé ñóñïåíçèè êàîëèíèòà â âîäå
äëÿ ðàçíûõ îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèé ε ÷àñòèö ñðåäíèì äèàìåòðîì 2R = 2,5 ìêì [15]

Ðèñ. 2. Çàòóõàíèå çâóêà ÷àñòîòîþ 1,0 ÌÃö â ïîëèäèñïåðñíîé ñóñïåíçèè êàîëèíà â âîäå
äëÿ ðàçíûõ îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèé ε ÷àñòèö ñðåäíèì äèàìåòðîì 2R = 0,925 ìêì [16]

Íà ðèñóíêàõ 1, 2 âðÿä ëè ñëåäóåò ðàññ÷èòûâàòü íà ëó÷øåå ñîâïàäåíèå
òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ñ ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé, ïîñêîëüêó ðàñ÷åòíûå êðèâûå äëÿ
ïîëèäèñïåðñíûõ ñóñïåíçèé ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì ëèøü ñðåäíåãî ðàçìåðà ÷àñòèö ïðè
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øèðîêîì ñïåêòðå èõ ðàçìåðîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì. ×àñòèöû ñóñïåíçèé
çàâåäîìî íåðåãóëÿðíîé ôîðìû â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè ñ ðàäèóñàìè,
îïðåäåëÿåìûìè ñåäèìåíòàöèîííûìè (ò.å. ñòàöèîíàðíûìè) èçìåðåíèÿìè, è îñòàåòñÿ ëèøü
íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ ÷àñòèö ïðèìåíèìû è ê îïèñàíèþ âÿçêèõ çâóêîâûõ
ïîòåðü â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò [15], [16]. Êðîìå òîãî, íå ó÷òåíû òåïëîâûå ïîòåðè.
Íåèçâåñòíà òàêæå òî÷íîñòü èçìåðåíèé � íå âûñîêàÿ, ñóäÿ ïî ðàçáðîñó òî÷åê.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è èçìåðåííûõ â ðàáîòå [17] çíà÷åíèé
çâóêîâûõ ïîòåðü â ñóñïåíçèÿõ ÷àñòèö ðóòèëà (TiO2) â âîäå äëÿ ðàçíûõ îáúåìíûõ
êîíöåíòðàöèé íà ÷àñòîòå 10,3 ÌÃö. Ïîìèìî âÿçêèõ ïîòåðü (â ∂Á/(ñì·ÌÃö))

ÂÏn(ε) =
8,686

100 · 10,3
· ω

2c̃Φ(ω)
· ρ̃2(ω)

ρ̃1(ω)
,

äëÿ ÷åòûðåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè ðàñ÷åòå ó÷òåíû òàêæå òåïëîâûå ïîòåðè

ÒÏ(ε) =
8,686

100 · 10,3
· ω

2c̃Φ(ω)
· k̃2(ω)

k̃1(ω)
,

íå çàâèñÿùèå îò ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè. Îíè
âçÿòû èç ñòàòüè [7], ãäå ðàññ÷èòàíû ïî ôîðìóëàì, äóáëèðóþùèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11].
Ïàðàìåòðû ñóñïåíçèè ÷àñòèö ðóòèëà: ρ′ = 3,92 · 103 êã/ì3, ζ = 2,929. Ñðåäíèé ðàçìåð
÷àñòèö ñîãëàñíî [17] çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè: 2R(ε) = (0,3 + 0,3478 ε) ìêì. Çíà÷åíèÿ α �
â ïðåäåëàõ 1,70 � 2,59.

Ðèñ. 3. Çàòóõàíèå çâóêà ÷àñòîòîþ 10,3 ÌÃö â ñóñïåíçèè ðóòèëà (TiO2) â âîäå â
çàâèñèìîñòè îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ε ÷àñòèö ñðåäíèì äèàìåòðîì

2R(ε) = (0,3 + 0,3478 ε) ìêì [17]: � � � � � ðàñ÷åò âÿçêèõ ïîòåðü ÂÏ0(ε) äëÿ æåñòêîé
îáîëî÷êè; - - - - � ðàñ÷åò òåïëîâûõ ïîòåðü ÒÏ(ε).

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì ñëóæèò êðèâàÿ ÂÏ0(ε) + ÒÏ(ε), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìèíèìàëüíûå ñóììàðíûå
âÿçêèå è òåïëîâûå ïîòåðè â ìîäåëè ñóñïåíçèè ñ æåñòêèìè îáîëî÷êàìè ÿ÷ååê. Êðèâûå
ñóììàðíûõ ïîòåðü äëÿ ìîäåëåé ñ äðóãèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàìíîãî ïðåâûøàþò
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé.
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Ðàáîòà [18] ñîäåðæèò äàííûå èçìåðåíèé â äèàïàçîíå ÷àñòîò 20 - 300 êÃö çàòóõàíèÿ
çâóêà â âîäå, íàñûùåííîé ñ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé ε = 0,635 ñòåêëÿííûìè áóñèíêàìè
ñðåäíåãî äèàìåòðà 2R = 1,8 · 10−4ì = 0,18 ìì. Èíûå ïàðàìåòðû ýòîé ñóñïåíçèè: ρ′ =
2,45 · 103 êã/ì3, ζ = 1,4544, γ = 0,5077 (ïî (7)), α = 10,06 · fêÃö1/2 (ïî (6)). Íà ðèñ. 4
òî÷êàìè ïîêàçàíû (â ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà α) ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàáîòû [18] è
íàíåñåíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå.

Ðèñ. 4. ×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü çàòóõàíèÿ çâóêà â ñóñïåíçèè ñòåêëÿííûõ áóñèíîê
äèàìåòðîì 2R = 0,18 ìì â âîäå ïðè α = 10,06 · fêÃö1/2 [18]

Âåðõíÿÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò òî÷íûå ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ â ∂Á/ì çàòóõàíèÿ ïðè
n = 0. Íèæå � âûñîêî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ æåñòêîé îáîëî÷êè

A0 = 8,686 · κ̃02 = 1,9057
√
fêÃö, ∂Á/ì,

ñëåäóþùåå èç âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäíîãî êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ çâóêà [7, (33)]:

κ̃02(ω) =
9(1− γ)2ξ3√ρη(1 + ξ4)

√
ω

4
√

2 [1− (1− γ)ξ3]2 ρ̃(∞)c̃Φ(∞)R
, ì−1,

ãäå

ρ̃(∞) = ρ

{
1 +

3(1− γ)ξ3

2 [1− (1− γ)ξ3]

}
, êã/ì3,

c̃(∞) = 1917,2 ì/ñ � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè ïî èçìåðåíèÿì â [18]. Íèæíèå
òðè òî÷íûå êðèâûå (n = 1, 2, 3) ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ. Íåñìîòðÿ íà ïðåäñêàçûâàåìûå
èìè ìèíèìàëüíûå ïîòåðè, ýòè êðèâûå íå ãîäÿòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ, ñ ÷åì íåïëîõî ñïðàâëÿåòñÿ (êðîìå íèæíèõ 20, 30, 40 êÃö) âåðõíÿÿ êðèâàÿ,
îòíîñÿùàÿñÿ ê æåñòêîé îáîëî÷êå (n = 0) è îïèñûâàþùàÿ, íà ýòîò ðàç, íàèáîëüøèå âÿçêèå
ïîòåðè.

Êðèòåðèè sn = κ̃02/κ̃n2 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. ×àñòîòàì èçìåðåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α, îõâàòûâàþùèå äèàïàçîí îò 45 äî 174, ãäå
âñþäó sn > 1, è ìèíèìàëüíûå ïîòåðè îáåñïå÷èâàåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå Õàïïåëÿ, à íå
æåñòêàÿ îáîëî÷êà.
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Ðèñ. 5. Êðèòåðèè sn(α) =
κ̃02(α)

κ̃n2(α)
(10) äëÿ äàííûõ ðàáîòû [18]

Ðèñ. 6. Äîáðîòíîñòè Qn(α) =
ρ̃n1(α)

ρ̃n2(α)
ìîäåëåé ñóñïåíçèé ïðè âÿçêèõ ïîòåðÿõ

Èíôîðìàòèâíû òàêæå α-çàâèñèìîñòè ¾äîáðîòíîñòåé¿ ìîäåëåé ñóñïåíçèé ïðè
âÿçêèõ çâóêîâûõ ïîòåðÿõ.

Qn(α) =
ρ̃n1(α)

ρ̃n2(α)
=

1 + ζξ3Re

(
1

1− iqn(α)

)
ζξ3Im

(
1

1− iqn(α)

) .

Äëÿ äàííûõ ðàáîò [18] îíè ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.
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Çàêëþ÷åíèå

Âûïîëíåííûå ñðàâíåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ â âèäå æåñòêîé îáîëî÷êè óäàåòñÿ õîðîøî èíòåðïðåòèðîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå, òîãäà êàê òðè äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî íå ãîäÿòñÿ.

Ïåðâîíà÷àëüíî æåñòêàÿ îáîëî÷êà ïîÿâèëàñü â ñâÿçè ñ òðåáîâàíèåì ìèíèìàëüíûõ
ïîòåðü, ïðèçâàííûì çàìåíèòü íåäîñòàþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè.
¾Ïðèíöèï ìèíèìóìà äèññèïàöèè � ýòî îäèí èç âàæíåéøèõ ïðèíöèïîâ îòáîðà ðåàëüíûõ
äâèæåíèé èç ÷èñëà âèðòóàëüíûõ. ... Ïðèðîäà ýòèì ïðèíöèïîì íàì äåìîíñòðèðóåò
óäèâèòåëüíóþ îñîáåííîñòü: îíà äîïóñêàåò íå ïðîñòî òå äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ýíòðîïèÿ
ðàñòåò, à òîëüêî òå, ïðè êîòîðûõ ðîñò ìèíèìàëåí... Îí ñòðîãî íèêîãäà íå áûë îáîñíîâàí.
... Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû íå ñóùåñòâóåò ïðèìåðîâ, êîòîðûå áû åìó ïðîòèâîðå÷èëè¿ [19
ñ. 49]. Ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè â ÿ÷åéêå ïðèíöèï ìèíèìóìà âÿçêèõ ïîòåðü äèêòóåò
íåîáõîäèìîñòü îãðàíè÷åíèÿ åå æåñòêîé îáîëî÷êîé. Îáðàòíî, êîëü ñêîðî æåñòêàÿ îáîëî÷êà
íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè óæå èìååòñÿ, òî ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó Ãåëüìãîëüöà [13,
ñ. 415], äåéñòâèòåëüíîå ìåäëåííîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
ïðîèñõîäèò ñ íàèìåíüøåé äèññèïàöèåé ýíåðãèè, â îòëè÷èå îò ëþáûõ äîïóñòèìûõ
âèðòóàëüíûõ òå÷åíèé ñ òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè, ò.å. ñî
ñêîðîñòÿìè ñàì�îé æåñòêîé îáîëî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé æåñòêàÿ
îáîëî÷êà íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà ìèíèìóìà äèññèïàöèè.

Íî äëÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé ïðèíöèï Ãåëüìãîëüöà íåïðèìåíèì. Çäåñü, êàê
ïîêàçàíî âûøå, çâóêîâûå òå÷åíèÿ ñóñïåíçèè ñ æåñòêèìè îáîëî÷êàìè ÿ÷ååê ñêîðåå
ñëåäóþò ïðèíöèïó ýêñòðåìàëüíûõ (ñòàöèîíàðíûõ) ïîòåðü � â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà α (6) ìèíèìàëüíûõ (÷àùå) èëè ìàêñèìàëüíûõ â ñðàâíåíèè ñ òå÷åíèÿìè ïðè
äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ãðàíè÷íûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ áîëåå
óâåðåííûõ âûâîäîâ âîïðîñ òðåáóåò äàëüíåéøèõ ïðîðàáîòîê (â òîì ÷èñëå ïðèìåíèòåëüíî
ê ýìóëüñèÿì è âÿçêîóïðóãèì äèñïåðñíûì ñðåäàì) è ñðàâíåíèé ñ ýêñïåðèìåíòàìè.

Ïðåäëîæåííàÿ çäåñü òåîðèÿ ïðèìåíèìà ê ðàñ÷åòó çâóêîãàñÿùèõ ñðåä. Çàìåíèâ â
ñóñïåíçèè æèäêîñòü âîçäóõîì, ïîëó÷èì ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü çåðíèñòîãî çâóêîïîãëîùàþùåãî
ìàòåðèàëà [20, ñ. 49]. Åãî îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü � áîëüøîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
ζ >> 1, êàê è â ñëó÷àå âîëîêíèñòûõ çâóêîïîãëîòèòåëåé [14].

Âûïîëíèâ âî âñåõ ôîðìóëàõ çäåñü (à òàêæå â [14]) çàìåíó äèíàìè÷åñêîé
âÿçêîñòè æèäêîñòè η(Ïà·ñ) íà iµ*(ω)/ω, ãäå µ*(ω) = µ(ω)[1 - iδ(ω)] (Ïà) � êîìïëåêñíûé
ìîäóëü ñäâèãà âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, íàïðèìåð, ðåçèíû, ïîëó÷èì ñðåäñòâî ðàñ÷åòà
àêóñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåçèíîïîäîáíîé ñðåäû ñ òâåðäûìè ñôåðè÷åñêèìè èëè
öèëèíäðè÷åñêèìè âêëþ÷åíèÿìè [21].
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