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Âûïîëíåí ïðèáëèæåííûé ðàñ÷åò àêóñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåçîíàòîðîâ â âèäå âÿçêîóïðóãèõ

ïðîáîê ñ çàêðåïëåííûìè áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ðàññìîòðåíû 5 îñíîâíûõ ðàçíîâèäíîñòåé òàêèõ

ðåçîíàòîðîâ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðèáëèæåííîé è òî÷íîé òåîðèé è ïðèìåðû

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ïðèáëèæåííîé òåîðèè.
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Abstract

The approximate calculation of acoustic characteristics of resonators in the form of viscoelastic corks
with �xed side surfaces is made. 5 main types of such resonators are considered. Examples of comparison of
results of approximate and exact theories and examples of experimental con�rmation of the approximate theory
are given.
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Ââåäåíèå

Íèæå ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ àêóñòè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê âÿçêîóïðóãèõ ðåçîíàòîðîâ, âûïîëíåííûõ â âèäå ïðîáîê ñ çàêðåïëåííîé
áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ñëåäóþùèõ ïÿòè êîíôèãóðàöèé: ñïëîøíîé êðóãëûé öèëèíäð,
òðè ðàçíîâèäíîñòè â ôîðìå êðóãëîãî öèëèíäðà ñ öåíòðàëüíûì êðóãëûì îòâåðñòèåì,
êðåïÿùèåñÿ ëèáî îäíîé, ëèáî îáåèìè áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè ("âíåøíèé", "âíóòðåííèé"
è êîëüöåâîé ðåçîíàòîðû, ñì. ðèñ. 3), ïðÿìîóãîëüíûé â ïëàíå ðåçîíàòîð. Ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë ïîäòâåðæäåíà ñðàâíåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè òî÷íûõ âû÷èñëåíèé è
ýêñïåðèìåíòîâ.

Ëþáîé ìåõàíè÷åñêèé ðåçîíàòîð ñîñòîèò èç ìàññû, óïðóãîñòè è ïîòåðü. Âñåì ýòèì
ðàññìàòðèâàåìûå ìàòåðèàëû îáëàäàþò.

*E-mail: lev-kazakov@rambler.ru (Êàçàêîâ Ë.È.)
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1. Ïðèáëèæåííàÿ òåîðèÿ ðåçîíàòîðîâ

1.1. Âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû

Êàòåãîðèÿ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ îõâàòûâàåò âåñüìà îáøèðíûé êëàññ âåùåñòâ,
òàêèõ êàê ðåçèíû, ìÿãêèå ïëàñòìàññû, î÷åíü âÿçêèå æèäêîñòè (ñìîëû, áèòóìû è ïð.),
ãåëè, ðàñòèòåëüíûå è æèâîòíûå òêàíè è ò.ä. Ýòè âåùåñòâà çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå
ìåñòî ìåæäó èäåàëüíî óïðóãèìè òâåðäûìè òåëàìè è âÿçêèìè íåñæèìàåìûìè æèäêîñòÿìè,
ñîâìåùàÿ â ñåáå ñâîéñòâà òåõ è äðóãèõ.

Îäíîðîäíîå èçîòðîïíîå âÿçêîóïðóãîå òåëî, ïîäîáíî èäåàëüíî óïðóãîìó,
õàðàêòåðèçóþò äâóìÿ ìîäóëÿìè óïðóãîñòè, íàïðèìåð, ìîäóëåì ñäâèãà µ (Ïà) è ìîäóëåì
îáúåìíîãî ñæàòèÿ K (Ïà) [1, ñ. 22]. Ïðè êîëåáàíèÿõ â âÿçêîóïðóãîì òåëå ïðîèñõîäèò
(êàê è â âÿçêîé æèäêîñòè) äèññèïàöèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè çà ñ÷åò âíóòðåííåãî
òðåíèÿ. Ïîýòîìó åãî ìîäóëè óïðóãîñòè ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðèíöèïèàëüíî
êîìïëåêñíûå è ÷àñòîòíî-çàâèñèìûå âåëè÷èíû [2], [3].

Èç äâóõ ìîäóëåé óïðóãîñòè âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà âàæíåéøèì ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíûé ìîäóëü ñäâèãà:

µ*(ω) = µ(ω)[1− iη(ω)], (1)

ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà çâóêà, µ(ω) � ìîäóëü ñäâèãà, i � ìíèìàÿ åäèíèöà, η(ω) �
êîýôôèöèåíò ñäâèãîâûõ ïîòåðü. Îí ðåçêî îòëè÷àåòñÿ îò ìîäóëÿ âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ
K ñëåäóþùèì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ âñåõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

| µ* |� K, (2)

êîòîðîå, ïî-ñóùåñòâó, ñëóæèò îïðåäåëåíèåì òàêèõ ìàòåðèàëîâ è îòíîñèò èõ â
ðàçðÿä "ïðàêòè÷åñêè íåñæèìàåìûõ", "âîäîïîäîáíûõ" âåùåñòâ [4, ñ. 446]. Âî-âòîðûõ,
÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè µ(ω) è η(ω) íàèáîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ â äèàïàçîíå çâóêîâûõ è
óëüòðàçâóêîâûõ ÷àñòîò, â òî âðåìÿ êàê ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ K â ýòîì äèàïàçîíå
îò ÷àñòîòû ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò, à ïîýòîìó ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äåéñòâèòåëüíîé óïðóãîé
êîíñòàíòîé âåùåñòâà.

Ìîäóëè ñäâèãà ðåçèí ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç è
ëåæàò â ïðåäåëàõ µ(ω) = 105 ÷ 108 Ïà. Êîýôôèöèåíòû ñäâèãîâûõ ïîòåðü ðåçèí îáû÷íî
ïîðÿäêà η(ω) = 0,1÷ 1,0. Ó âñåõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïàðàìåòðû K (Ïà), ïëîòíîñòü

ρ (êã/ì3), ñêîðîñòü âîëí ñæàòèÿ cl = (K/ρ)1/2 (ì/ñ) ïðèìåðíî òàêèå æå, êàê ó âîäû.

Íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, êîãäà âûñîòà ïðîáêè h (ì) ìàëà â ñðàâíåíèè ñ äëèíîé âîëíû
ñæàòèÿ, ïîñëåäíåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü ìàòåðèàë ïðîáêè íåñæèìàåìûì. Ýòî
äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííóþ òåîðèþ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðîáêè
ñ çàêðåïëåííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ.

Îáùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå [1, c. 23, 26, 125]:

ρ
∂2~U

∂t2
= µ∆~U − 3

2(1 + σ)
∇P, (3)

ãäå ~U - âåêòîð äåôîðìàöèè ñðåäû (ì), σ � å¼ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,

P = −σll
3

= −1

3
(σxx + σyy + σzz)−
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çâóêîâîå äàâëåíèå (Ïà). Â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé íåñæèìàåìîñòè ñðåäû:

σ =
3K − 2µ

2(3K + µ)
≈ 1

2
.

Òîãäà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé óðàâíåíèå (3) ïðèìåò âèä:

−iωρ~V =
iµ*

ω
∆~V −∇P. (4)

Ïî ôîðìå ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ ìàëûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé âÿçêîé æèäêîñòè [5, c. 73, 350], ïðè÷åì ðîëü âÿçêîñòè çäåñü
èãðàåò âåëè÷èíà iµ*(ω)/ω. Ýòî óêàçûâàåò íà àíàëîãèþ äâèæåíèé âÿçêîóïðóãîé ïðîáêè
ðåçîíàòîðà è ñòîëáèêà âÿçêîé æèäêîñòè â òðóáå.

Äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïðîáêè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò
òîëüêî âäîëü öåíòðàëüíîé îñè z è Vz = Vz(x,y). Åñëè ïðè ýòîì ñ÷èòàòü P = P (z),
òî èç óðàâíåíèÿ (4) ñëåäóåò ïîñòîÿíñòâî ∇P . Ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì âîçäóõà íàä
ïðîáêîé è ïðèñîåäèíåííîé ìàññîé ñðåäû (âîäû) íà âõîäå ðåçîíàòîðà, ïîÿâëÿþùåéñÿ èç-çà
íåðàâíîìåðíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè ïî ñå÷åíèþ ïðîáêè, íàéäåì:

dP (z)

dz
= −P

h
,

ãäå P � çâóêîâîå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå ñíèçó íà ðåçîíàòîð. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4)
ïðèìåò âèä:

∆Vz + κ2Vz =
iωP

µ*h
, (5)

èëè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

d2Vz
dr2

+
1

r

dVz
dr

+ κ2Vz =
iωP

µ*h
. (6)

Çäåñü

κ =

√
ρω2

µ*(ω)
− (7)

êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî ñäâèãîâîé âîëíû.

1.2. Öèëèíäðè÷åñêèé ðåçîíàòîð

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà a óðàâíåíèå (6) èìååò
ðåøåíèåì:

Vz(r) =
P

iωρh

[
Jo(κr)

J0(κa)
− 1

]
, (8)

îòêóäà íàéäåì ñðåäíþþ ïî ñå÷åíèþ ïðîáêè ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü:

Vz(r) =
P

iωρh

[
2J1(κa)

κaJ0(κa)
− 1

]
=

P

iωρh

J2(κa)

J0(κa)
,

ãäå Jn(κa) � ôóíêöèè Áåññåëÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïðèâåäåííîé ê âîäå ïðîâîäèìîñòè
öèëèíäðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ ðàäèóñà a (â ïðåäïîëîæåíèè àääèòèâíîñòè èõ ïðîâîäèìîñòåé)
ïîëó÷èì:
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Y =
ερ0c0
iωρh

J2(κa)

J0(κa)
, (9)

ãäå ε � äîëÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, çàíèìàåìàÿ ýòèìè ðåçîíàòîðàìè; ρ0 � ïëîòíîñòü âîäû,
c0 � ñêîðîñòü çâóêà â âîäå.

Åñëè â ðàçëîæåíèè

J0(x)

J2(x)
=

8

x2
− 4

3
− x2

144
− x4

4320
− ...

îñòàâèòü òîëüêî äâà ïåðâûõ ÷ëåíà, òî ó÷èòûâàÿ (1) è (7), ïðåäñòàâèì (9) â ïðèáëèæåííîì
âèäå:

Y (ω) ≈ ερ0c0ωa
2

8µ(ω)h

−i

1− ω2µ(ωp)

ω2
pµ(ω)

− iη(ω)

, (10)

ãäå

ωp =
2,45

a

√
µ(ωp)

ρ
− (11)

ñîáñòâåííàÿ êðóãîâàÿ ÷àñòîòà öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà. Çíà÷åíèå ÷èñëåííîãî
êîýôôèöèåíòà çäåñü ìîæíî óòî÷íèòü, çàìåòèâ, ÷òî ïðè η � 1 ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà
îñíîâíîãî ðåçîíàíñà â ôîðìóëå (9) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïåðâûì êîðíåì ôóíêöèè J0(κa),
ðàâíûì 2,405.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ ωp ïîëó÷èì, åñëè â ïðåäûäóùåì

ðàçëîæåíèè ïðèðàâíÿåì íóëþ ñóììó ïåðâûõ òð¼õ ñëàãàåìûõ:
8

(κpa)2
− 4

3
− (κpa)2

144
= 0.

Ðåøåíèå ýòîãî êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî (κpa)2 óðàâíåíèÿ ïðèâåäåò ê ôîðìóëå (11) ñ
÷èñëåííûì êîýôôèöèåíòîì 2,413, ÷òî ïðåâûøàåò òî÷íîå çíà÷åíèå 2,405 âñåãî íà 0,34%,
ò.å. â 5,5 ðàçà òî÷íåå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Íà ðèñ. 1 äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
ïðîâîäèìîñòåé ïî "òî÷íîé" (9) è ïðèáëèæåííîé (10) ôîðìóëàì, à òàêæå äàííûå
èçìåðåíèé íà ãèäðîàêóñòè÷åñêîé òðóáå äèàìåòðîì 41 ìì ïðè òåìïåðàòóðå 30◦C.
Ïàðàìåòðû ðåçîíàòîðà: ìàòåðèàë � ñòðîèòåëüíûé áèòóì; ε = 0,859, 2a = 3,8 ñì,
h = 4,35 ñì; ρ0 = 995,7 êã/ì3, c0 = 1509,4 ì/ñ; ρ = 1200êã/ì3, µ = 0,63 · 108 Ïà, η = 0,4.
Äëÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû (11) ïðèíÿò ìíîæèòåëü 2,405. Âñå ðàñ÷åòû è ïîñòðîåíèå
ãðàôèêîâ íà ðèñ. 1 (è äàëåå, íà ðèñ. 4 è 5) âûïîëíåíû íà êîìïüþòåðå ñ ïîìîùüþ
Mathcad 15.

Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà (10) äîñòàòî÷íî õîðîøà äëÿ
÷àñòîò ω 6 ωp.

Ïðè íå ñëèøêîì ìàëûõ çíà÷åíèÿõ η ïîñëåäóþùèå ñäâèãîâûå ðåçîíàíñû â
âûðàæåíèè (9) íå ñóùåñòâåííû, è ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìóëó (10) ïðèìåíèìîé òàêæå è íà
÷àñòîòàõ ω > ωp. Íî â äàííîì ñëó÷àå íà ýòèõ ÷àñòîòàõ âêëàä â ïðîâîäèìîñòü âíîñèò
åùå è îòäàëåííûé (íà ÷àñòîòå 19,5 êÃö) ïîëóâîëíîâîé ðåçîíàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû,
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïðîáêå ñî ñêîðîñòüþ cl = 1697 ì/ñ. Â ýòîì ïðè÷èíà ðàñõîæäåíèÿ
ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íà ÷àñòîòàõ ω > ωp, ïîñêîëüêó ïðîäîëüíîé
âîëíîé ìû èçíà÷àëüíî ïðåíåáðåãëè, ïîñ÷èòàâ ìàòåðèàë ïðîáêè íåñæèìàåìûì.

Èç ôîðìóë (9), (10) è (11) âèäíî, ÷òî ïðîâîäèìîñòü öèëèíäðè÷åñêîãî
ðåçîíàòîðà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà âûñîòå ïðîáêè h, a ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îáðàòíî
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ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ ðàäèóñó a è íå çàâèñèò îò h. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî äëÿ h > 2a
ïîäòâåðæäàþò èçìåðåíèÿ àâòîðà (1976 ã.), ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2. Ñëàáûé ðîñò ωp ñ
óâåëè÷åíèåì h îáÿçàí (íå ó÷èòûâàåìîé çäåñü) ìàëîé ïðèñîåäèíåííîé ìàññå íà âõîäå.

Ïðè ω → 0 èç ôîðìóëû (8) ëåãêî íàéòè ñìåùåíèå ïðîáêè öèëèíäðè÷åñêîãî
ðåçîíàòîðà ïîä äåéñòâèåì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P0 (Ïà):

U0(r) =
P0

4µ(0)h
(a2 − r2)(ì), (12)

îòêóäà ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá â öåíòðå ïðîáêè U0(0) = P0a
2/4µ(0)h (ì), à ñðåäíèé ïî

ñå÷åíèþ ïðîãèá U0(r) =
P0a

2

8µ(0)h
(ì). Åñëè îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ωp ìåòîäîì Ðýëåÿ, âçÿâ â

êà÷åñòâå ôîðìû êîëåáàíèé ñòàòè÷åñêîå ñìåùåíèå (12) [6, c. 189, 323], òî ñíîâà ïðèäåì ê
ôîðìóëå (11).

Ðèñ. 1. Êîìïîíåíòû êîìïëåêñíîé ïðîâîäèìîñòè Y (f) öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà:
<<< � "òî÷íûé" ðàñ÷åò (9); � � ïðèáëèæåííûé ðàñ÷åò (10); •, + � èçìåðåíèÿ

1.3. "Âíåøíèé" ðåçîíàòîð

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ ñ öåíòðàëüíûì êðóãëûì îòâåðñòèåì (ðèñ. 3)
îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) ñîäåðæàò íàðÿäó ñ ôóíêöèåé Áåññåëÿ J0(κr) òàêæå ôóíêöèþ
Íåéìàíà N0(κr), à îïðåäåëåíèå ÷àñòíûõ ðåøåíèé òðåáóåò ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
îáåèõ áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðîáêè.

"Âíåøíèé" ðåçîíàòîð çàêðåïëåí òîëüêî ñâîåé âíóòðåííåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ
ðàäèóñà a, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, à. Ýòî äàåò ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå:

Vz(a) = 0. (13)

Âíåøíþþ áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ðàäèóñà b ñ÷èòàåì ñâîáîäíîé îò êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé, ò.å. íà íåé σrz(b) = µ

(
∂Ur

∂z
+
∂Uz

∂r

) ∣∣∣∣
r=b

= 0, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ



NOISE Theory and Practice 33

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ðåçîíàòîðà îò åãî îòíîñèòåëüíîé âûñîòû s:
• � öèëèíäðè÷åñêèé ðåçîíàòîð, s = h/2a;

� � êâàäðàòíûé â ñå÷åíèè ðåçîíàòîð, s = h/l, l � ñòîðîíà êâàäðàòà

ïðîáîê ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
dVz
dr

∣∣∣∣
r=b

= 0. (14)

Ðèñ. 3. Ðåçîíàòîðû ñ äâóìÿ áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ñïîñîáû èõ êðåïëåíèÿ â
ãèäðîàêóñòè÷åñêîé òðóáå: à � "âíåøíèé" ðåçîíàòîð; á � "âíóòðåííèé" ðåçîíàòîð;

â � êîëüöåâîé ðåçîíàòîð

Ýòî âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6) äëÿ "âíåøíåãî" ðåçîíàòîðà, óäîâëåòâîðÿþùåì
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (13), (14), áóäåò:

Vz(r) =
P

iωρh

{
J0(κr)N1(κb)− J1(κb)N0(κr)

J0(κa)N1(κb)− J1(κb)N0(κa)
− 1

}
. (15)
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Âû÷èñëèâ ñðåäíþþ ïî ñå÷åíèþ ïðîáêè ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü ïî ôîðìóëå:

Vz(r) =
2

b2 − a2

∫ b

a

Vz(r)rdr,

íàéäåì çàòåì ïðèâåäåííóþ ïðîâîäèìîñòü "âíåøíèõ" ðåçîíàòîðîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî
ïëîùàäè ñ ïîâåðõíîñòíîé êîíöåíòðàöèåé ε:

Y =
ερ0c0
iωρh

{
2κa

κ2(b2 − a2)
· J1(κb)N1(κa)− J1(κa)N1(κb)

J0(κa)N1(κb)− J1(κb)N0(κa)
− 1

}
. (16)

Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûìè ðàçëîæåíèÿìè äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé
[7, c. 413, 428], ôèãóðíóþ ñêîáêó âûðàæåíèÿ (16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

{...} =
Ψ(c)x2

2 [1− A(c)x2 +B(c)x4 −D(c)x6 + ...]
, (17)

ãäå

x =
κa

2
, (18)

c =
b2

a2
,

Ψ(c) =
2c2

c− 1
ln c− 3c+ 1, (19)

A(c) = c ln c− c+ 1− 1

Ψ(c)

(
c3 + 2c2 − c

c− 1
ln c− 8

3
c2 +

c+ 1

3

)
. (20)

Îñòàâèâ â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (17) òîëüêî äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ, çàïèøåì:

{...} ≈ Ψ(c)x2

2 [1− A(c)x2]
, (21)

Ïîäñòàâèâ ýòî â ôîðìóëó (16) è ó÷èòûâàÿ (1), (7), (18), íàéäåì:

Y (ω) ≈ ερ0c0ωa
2Ψ(c)

8µ(ω)h
· −i

1− ω2µ(ωp)

ω2
pµ(ω)

− iη(ω)

, (22)

ãäå

ωp =
2

a

√
µ(ωp)

ρA(c)
. (23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ôîðìóëû (16) ñëåäóåò, ÷òî ïðè η � 1 ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó
îñíîâíîãî ðåçîíàíñà äîëæåí îïðåäåëÿòü ïåðâûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

J0(κa)N1(κb) = J1(κb)N0(κa),

êîòîðûé ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó [8, ñ. 238] ðàâåí:

κpa = π
[1 + α(c)]

2(
√
c− 1)

,
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ãäå ôóíêöèÿ 1 + α(c) ïðåäñòàâëåíà â [8] ãðàôèêîì íà ðèñ. 136. Ïîýòîìó äëÿ ωp òàêæå
ïîëó÷èì:

ωp =
π[1 + α(c)]

2a(
√
c− 1)

√
µ(ωp)

ρ
. (24)

Ñðàâíèâ ýòî ñ âûðàæåíèåì (23), íàéäåì:

A(c) =

{
4(
√
c− 1)

π[1 + α(c)]

}2

.

Àïïðîêñèìèðóÿ ôóíêöèþ 1 + α(c) â äèàïàçîíå c = 1...4 çàâèñèìîñòüþ 1 + α(c) =

=
3
√
c+ 1

4
√
c

, ïîëó÷èì

ωp =
π(3b+ a)

8b(b− a)

√
µ(ωp)

ρ
, (25)

A(c) = 2,882c

(√
c− 1√
c+ 1

3

)2

. (26)

Äëÿ c = 1...4 çíà÷åíèÿ A(c), âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì (20) è (26) ðàçíÿòñÿ ìåíåå
÷åì íà 2%, ÷òî ñëóæèò ëèøíèì äîâîäîì ñïðàâåäëèâîñòè ïåðåõîäà (17) → (21).

Íî, âèäèìî, ëó÷øèé âàðèàíò � ýòî íàéòè (êàê â ï. 1.2) äëÿ ωp âòîðîå ïðèáëèæåíèå,
èñïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1− A(c)x2 +B(c)x4 = 0.

Ïðè c→ 1 äëÿ ôóíêöèé (19), (20) èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ:

Ψ(c) =
2

3
(c− 1)2

[
1 +

1

4
(c− 1) +

1

10
(c− 1)2 +

1

20
(c− 1)3 + ...

]
, (27)

A(c) =
2

5
(c− 1)2

[
1 +

7

24
(c− 1) +

439

3360
(c− 1)2 +

319

4480
(c− 1)3 + ...

]
. (28)

Ñëó÷àé c = b2/a2 → 1 ñîîòâåòñòâóåò "âíåøíåìó" ðåçîíàòîðó â âèäå äëèííîé
ïîëîñû øèðèíîþ d/2 = b − a, îäíà áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé çàêðåïëåíà, à äðóãàÿ
ñâîáîäíà. Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà òàêîãî ðåçîíàòîðà ñîãëàñíî ôîðìóë (24), (25) ðàâíà:

ωp =
π

d

√
µ(ωp)

ρ
, (29)

Ïî÷òè òî æå ñàìîå ïîëó÷àåòñÿ è èç ôîðìóëû (23) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (28):

ωp =

√
10

d

√
µ(ωp)

ρ
. (30)

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî òàêóþ æå ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó áóäåò èìåòü è
ïîëîñîâîé ðåçîíàòîð óäâîåííîé øèðèíû, ó êîòîðîãî îáå áîêîâûå ïîâåðõíîñòè çàêðåïëåíû,
ò.ê. îí ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí èç äâóõ "âíåøíèõ" ðåçîíàòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó
ñâîáîäíûìè êðàÿìè. Ïðîâîäèìîñòü ïîëîñîâûõ ðåçîíàòîðîâ íàéäåì ïî ôîðìóëå (22) ñ
ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (27):
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Y (ω) =
ερ0c0ωd

2

12µ(ω)h
· −i

1− ω2µ(ωp)

ω2
pµ(ω)

− iη(ω)

. (31)

Ôîðìóëû (29), (31) áóäóò ïîëó÷åíû íèæå äðóãèì ñïîñîáîì ïðè ðàññìîòðåíèè
ðåçîíàòîðîâ, ïðÿìîóãîëüíûõ â ïëàíå.

Ïðè c� 1 èç âûðàæåíèé (19), (20) ñëåäóåò:

Ψ(c) ≈ c(2 ln c− 3),

A(c) ≈ Ψ(c)

2

[
1 +

7c2

3Ψ(c)2

]
.

Ýòè ôóíêöèè îáåñïå÷èâàþò âåðíûå çíà÷åíèÿ ωp è Y (ω) â ïðåäåëå ïðè a → 0,
c→∞:

ωp ≈
2

b

√
µ(ωp)

ρ ln c
→ 0,

Y (ω) ≈ ερ0c0
−iωρh

· Ψ(c)

2A(c)
→ ερ0c0
−iωρh

.

Äåéñòâèòåëüíî, óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ðåçîíàòîðà, êîíöåíòðèðóþùàÿñÿ âáëèçè åãî
ìåñòà çàêðåïëåíèÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ a → 0, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ωp → 0 è
ñîâïàäåíèå ïðîâîäèìîñòè ðåçîíàòîðà ñ ìàññîâîé ïðîâîäèìîñòüþ åãî ïðîáêè.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè Ψ(c) (19) è A(c) (20) õîðîøî îïèñûâàþò ïîâåäåíèå
"âíåøíåãî" ðåçîíàòîðà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ c = b2/a2 > 1. Ýòî îïðàâäûâàåò ïðåäñòàâëåíèå
ôèãóðíîé ñêîáêè âûðàæåíèÿ (16) â ðåçîíàíñíîì âèäå (21), ãäå A(c)x2 ïðè ìàëûõ
|x2| èãðàåò ðîëü ðýëååâñêîé ïîïðàâêè [9]. Êâàçèñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå, äîïîëíåííîå
"äèíàìè÷åñêîé" ðýëååâñêîé ïîïðàâêîé, îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì â ãîðàçäî áîëåå
øèðîêîé ïîëîñå ÷àñòîò, ÷åì, êàçàëîñü áû, ìîæíî áûëî ïðåäïîëîæèòü.

Ñðåäíèé ïî ñå÷åíèþ ïðîãèá "âíåøíåãî" ðåçîíàòîðà ïîä äåéñòâèåì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ P0 ðàâåí:

U0 =
a2Ψ(c)

8µ(0)h
P0(ì).

1.4. "Âíóòðåííèé" ðåçîíàòîð

Ó "âíóòðåííåãî" ðåçîíàòîðà çàêðåïëåíà âíåøíÿÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü, à
âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü îñòàåòñÿ ñâîáîäíîé îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ðèñ. 3, á). Åñëè
èñïîëüçîâàòü îáðàòíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèñ. 3, (à) îáîçíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ, à èìåííî, ÷åðåç
a îáîçíà÷èòü âíåøíèé, à ÷åðåç b � âíóòðåííèé ðàäèóñû ïðîáêè, òî ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî
äëÿ ðàñ÷åòà "âíóòðåííåãî" ðåçîíàòîðà ïîëó÷èì òå æå ôîðìóëû, ÷òî è äëÿ "âíåøíåãî", ñ
òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü â íèõ áóäåò c = b2/a2 < 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïðèíÿòîì
îáîçíà÷åíèè ðàäèóñîâ ïðîáêè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ å¼ ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé òàêæå
çàïèøóòñÿ â âèäå (13), (14), à ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6) áóäåò âûðàæåíèå (15).

Ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííîé êðóãîâîé ÷àñòîòû "âíóòðåííåãî" ðåçîíàòîðà ïî
ôîðìóëå (24) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 1 + α(c) ñëåäóåò áðàòü èç ëåâîé ïîëîâèíû ãðàôèêà íà
ðèñ. 136 ñïðàâî÷íèêà [8]. Íî ïðîùå è òî÷íåå íàéòè äëÿ (ωp) âòîðîå ïðèáëèæåíèå.
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Ïðè c → 0 "âíóòðåííèé" ðåçîíàòîð ïåðåõîäèò â öèëèíäðè÷åñêèé ïóíêòà 1.2.
Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå Ψ(c) → 1, A(c) → 2/3, òî äëÿ ïðîâîäèìîñòè è ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû ðåçîíàòîðà ñíîâà ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëû (10) è (11).

1.5. Êîëüöåâîé ðåçîíàòîð

Îáå áîêîâûå ïîâåðõíîñòè ýòîãî ðåçîíàòîðà � âíåøíÿÿ ðàäèóñà a è âíóòðåííÿÿ
ðàäèóñà b � çàêðåïëåíû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, â. Ïîýòîìó ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
óðàâíåíèÿ (6) äëÿ êîëüöåâîãî ðåçîíàòîðà áóäóò:

Vz(a) = 0, Vz(b) = 0,

à åãî ðåøåíèåì �

Vz(r) =
P

iωρh

{
[J0(κa)− J0(κb)]N0(κr)− [N0(κa)−N0(κb)]J0(κr)

J0(κa)N0(κb)− J0(κb)N0(κa)
− 1

}
. (32)

Ïîñòóïàÿ òàê æå, êàê â ï. 1.3, ïîëó÷èì äëÿ ðàñ÷åòà êîëüöåâîãî ðåçîíàòîðà
ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿì (22), (23), ãäå ðîëü Ψ(c) è A(c) áóäóò èãðàòü,
ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè:

Ψ0(c) =
2(1− c)

ln c
+ 1 + c, c =

b2

a2
< 1, (33)

A0(c) = Ψ0(c)−
1

Ψ0(c)

(
1− c2

lnc
+

1 + 4c+ c2

3

)
. (34)

Òàêæå ïîíàäîáèòñÿ:

B0(c) = [Ψ0(c)− A0(c)]

[
3

4
Ψ0(c)− A0(c)

]
− 1

72

ϕ(c)

Ψ0(c) ln c
,

ãäå

ϕ(c) = (1− c)(11 + 38c+ 11c2) + 3(1 + 9c+ 9c2 + c3) ln c.

Ïðè c → 1 êîëüöåâîé ðåçîíàòîð ïåðåõîäèò â ïîëîñîâîé øèðèíîþ d = a − b. Äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ:

Ψ0(c) =
1

6
(1− c)2

[
1 +

1

2
(1− c) +

19

60
(1− c)2 +

9

40
(1− c)3 + ...

]
,

A0(c) =
1

10
(1− c)2

[
1 +

1

2
(1− c) + ...

]
,

èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê óæå èçâåñòíûì ôîðìóëàì (30) è (31).

Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè c → 0 êîëüöåâîé ðåçîíàòîð, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî åãî öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü çàêðåïëåíà ïî îñåâîé ëèíèè, âåäåò ñåáÿ êàê öèëèíäðè÷åñêèé
ðåçîíàòîð, ïîñêîëüêó èç ôîðìóë (33), (34) ïðè c → 0 ñëåäóåò: Ψ0(c) → 1, A0(c) → 2/3.
Ýòî, ïî-ñóùåñòâó, òîò æå "âûðîæäåííûé" ýôôåêò, ÷òî è äëÿ "âíåøíåãî" ðåçîíàòîðà,
çàêðåïëåííîãî ïî îñåâîé ëèíèè.

Èç âûðàæåíèÿ (32) âèäíî, ÷òî ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëüöåâîãî ðåçîíàòîðà ìîæíî
òàêæå îïðåäåëèòü ïî ïåðâîìó êîðíþ κpb óðàâíåíèÿ
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J0(κb ·
a

b
)N0(κb)− J0(κb)N0(κb ·

a

b
) = 0,

êîòîðûé ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó [8, c. 237, ðèñ. 134; ñ. 242, òàáë. 52] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå:

κpb =
S(k)

k − 1
,

ãäå k =
a

b
, S(k) � ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé ïîêàçàí íà ðèñ. 134. Ñ ó÷åòîì (7) ýòî

äàåò î÷åíü ïðîñòóþ è óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëüöåâîãî
ðåçîíàòîðà:

ωp =
S(k)

a− b

√
µ(ωp)

ρ
. (35)

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû ïîëó÷èì, çàìåíèâ â (35) S(k) íà ôóíêöèþ:

S0(k) =

2

(
1− 1

k

)
√
A0(k)

. (36)

Ôóíêöèè S(k) è S0(k) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Íàëèöî ñèñòåìàòè÷åñêîå íåáîëüøîå
ïðåâûøåíèå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé íàä òî÷íûìè â ïðåäåëàõ 0,66...1,23% (êàê è ïðè
îïðåäåëåíèè íàèìåíüøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîíñòðóêöèè ïî ìåòîäó Ðýëåÿ [9]).

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ôóíêöèé:
<<< � S0(k), (36); � � S1(k); • � S(k), [8, òàáë. 52]

Íà ðèñ. 4 òàêæå ïîêàçàíà êðèâàÿ S1(k) äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ωp ïî ï. 1.2 è
ï. 1.3, ïîëó÷åííàÿ çàìåíîé â (36) A0(c)→ A1(c), ãäå

A1(c) =
2B0(c)

A0(c)−
√
A0(c)2 − 4B0(c)

,
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÷òî ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â (23) âìåñòî ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ A0(c). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî
âòîðîå ïðèáëèæåíèå ñóùåñòâåííî (ïðèìåðíî â 7...9 ðàç) òî÷íåå ïåðâîãî: ïðåâûøåíèå S1(k)
íàä S(k) ñîñòàâëÿåò âñåãî 0,07...0,18%.

1.6. Ïðÿìîóãîëüíûé â ïëàíå ðåçîíàòîð

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçîíàòîð ñ ïðÿìîóãîëüíîé â ïëàíå ïðîáêîé, îãðàíè÷åííîé
â ñå÷åíèè îñÿìè êîîðäèíàò è ïðÿìûìè x = d, y = l. Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå àêñèàëüíûå
ñìåùåíèÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïðîáêè ñ çàêðåïëåííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ìîæíî çàäàòü
â âèäå äâîéíîãî ðÿäà:

Uz(x,y,t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

amn(t) sin
πmx

d
sin

πny

l
.

Ñ÷èòàÿ âåëè÷èíû amn(t) îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè, ïðèìåíèì äëÿ èõ
îïðåäåëåíèÿ ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, êàê ýòî ñäåëàíî â êíèãå [10] ïðè èçó÷åíèè
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû. Îïóñêàÿ âûêëàäêè, ïðèâåäåì
êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû:

Y (ω) =
64ερ0c0
π6µ(ω)h

∞∑
m=1

′
∞∑
n=1

′ −iω

m2n2

(
m2

d2
+
n2

l2

)[
1− ω2µ(ωmn)

ωmn
2µ(ω)

− iη(ω)

]− (37)

êîìïëåêñíàÿ ïðîâîäèìîñòü ðåçîíàòîðîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, ãäå

ωmn = π

√
µ(ωmn)

ρ

(
m2

d2
+
n2

l2

)
−

ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðàçíûõ ìîä ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé ïðîáêè;

U0 =
64P0

π6µ(0)h

∞∑
m=1

′
∞∑
n=1

′ 1

m2n2

(
m2

d2
+
n2

l2

)(ì)− (38)

ñðåäíèé ïî ñå÷åíèþ ïðîãèá ïðîáêè ðåçîíàòîðà ïîä äåéñòâèåì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ
P0.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ øòðèõè ó çíàêîâ ñóììèðîâàíèÿ óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ÷èñëà m
è n äîëæíû ïðèíèìàòü òîëüêî íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ.

Ââèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ â âûðàæåíèè (37) îñíîâíîé âêëàä â
ïðîâîäèìîñòü âíîñèò íèçøàÿ ìîäà ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé (m = n = 1), èìåþùàÿ
ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó:

ωp = π

√
µ(ωp)

ρ

(
1

d2
+

1

l2

)
. (39)

Â ïîäòâåðæäåíèå ñêàçàííîãî íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ïðèìåð ñðàâíåíèÿ ÷àñòîòíûõ
çàâèñèìîñòåé ïîëíîé ïðîâîäèìîñòè Y (ω) (37) è å¼ íèçøåé ìîäû Y1(ω) (m = n = 1)
äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: ε = 1; d = 4 ñì, l = 6,5 ñì, h = 8 ñì; ρ0 =
= 1000 êã/ì3, c0 = 1500 ì/ñ, µ = 1,25 · 107 Ïà, ρ = 1200 êã/ì3, η = 0,3.

Ïðè l → ∞ ïîëó÷èì ïîëîñîâîé ðåçîíàòîð øèðèíîþ d. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà
(39) ïåðåõîäèò â (29), à èç âûðàæåíèÿ (37) ïðàêòè÷åñêè ñëåäóåò (31). Äåéñòâèòåëüíî,
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Ðèñ. 5. Ïðîâîäèìîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî â ñå÷åíèè ðåçîíàòîðà:
<<< � ïîëíàÿ ïðîâîäèìîñòü Y (f) (37)

� � ïðîâîäèìîñòü íèçøåé ìîäû Y1(f) (m = n = 1)

åñëè ïðè ñóììèðîâàíèè ïî m îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ïåðâûì ÷ëåíîì ñ m = 1 è ó÷åñòü, ÷òî
∞∑
n=1

′ 1

n2
=
π2

8
[11, ñ. 16], òî ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (37) äëÿ Y (ω)

îêàæåòñÿ ðàâíûì
8

π4
=

1

12,18
, ÷òî ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì

1

12
â ôîðìóëå

(31).

Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî
∞∑

m=1

′ 1

m4
=
π4

96
, [11 ñ. 17], èç âûðàæåíèÿ (38) íàéäåì âåëè÷èíó

ñðåäíåãî ïðîãèáà ïîëîñû:

U0 =
P0d

2

12µ(0)h
(ì).

Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïðèâåäåííûõ êîìïëåêñíûõ
ïðîâîäèìîñòåé Y (ω) è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωp âÿçêîóïðóãèõ ðåçîíàòîðîâ. Ôîðìóëû
îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèÿõ:

� âûñîòà ïðîáêè ðåçîíàòîðà ñðàâíèìà èëè áîëüøå å¼ ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ñìåùåíèÿ â íåé ïðåèìóùåñòâåííî àêñèàëüíûìè;

� ìàòåðèàë ïðîáêè ïðàêòè÷åñêè íåñæèìàåì, ò.å. õîðîøî âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå (2), è ïðîäîëüíûå ðåçîíàíñû â ïðîáêå èìåþò ìåñòî íà ÷àñòîòàõ, íàìíîãî
ïðåâûøàþùèõ ñäâèãîâóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ωp;

� â ðàçëîæåíèè ïîëó÷åííîãî â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ "òî÷íîãî" ðåøåíèÿ
äîïóñòèìî îñòàâèòü òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ, ÷òî ïðèâîäèò (ïåðåõîäîì òèïà (17) → (21)) ê
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âû÷ëåíåíèþ íèçøåé ñäâèãîâîé ìîäû êîëåáàíèé â âèäå ðåçîíàíñíîãî âûðàæåíèÿ;
� ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ωp ðåçîíàòîðà ñëåäóåò ñ÷èòàòü å¼ òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ

íèçøåé ìîäû.

Íàéäåí ïðîñòîé, íî î÷åíü òî÷íûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ
ωp, îñíîâàííûé íà ïðèðàâíèâàíèè íóëþ ñóììû ïåðâûõ òð¼õ ñëàãàåìûõ â çíàìåíàòåëå
ôîðìóëû (17).

Íèçøàÿ ìîäà õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò "òî÷íîå" çíà÷åíèå ïðîâîäèìîñòè íà
÷àñòîòàõ ω 6 ωp, à òàêæå ïðè ω > ωp, åñëè çíà÷åíèÿ η íå ñëèøêîì ìàëû, êîãäà ðîëüþ
ïîñëåäóþùèõ ñäâèãîâûõ ðåçîíàíñîâ â ïðîáêå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðàññìîòðåííûå çäåñü âÿçêîóïðóãèå ðåçîíàòîðû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ðàçíîãî
ðîäà çâóêî - è âèáðîãàñÿùèõ óñòðîéñòâàõ, à òàêæå ïðè èçìåðåíèè êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé
ñäâèãà (è ìîäóëåé âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ) âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ [12].
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